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Ⅰ 以下の問いに答えよ．途中経過も含めて解答すること． 

 

爆発的な火山噴火が発生すると，噴石が飛散し，火口周辺に被害をおよぼすこと

がある．噴石が到達する範囲について考察してみよう．図１に示すように，深さ 

𝐻(≥ 0)  の半球状の火口があり，時刻 𝑡 = 0  に火口底の中心にある噴出口から

噴石が飛び出すという状況を考える．火口の外側は水平とする．噴出口を原点と

し，水平方向を 𝑥 軸，鉛直方向を 𝑦 軸(上向きを正)とする座標系を用いる．噴

石の質量を 𝑚，初速を 𝑣0 (𝑣0 > 0)，水平面からはかった射出角を 𝜃 (0 ≤ 𝜃 ≤

90∘)，重力加速度の大きさを 𝑔 (𝑔 > 0) とする．噴石は質点とみなし，𝑥-𝑦 平面

上の 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 の領域内の空気中を運動するものとする．また重力加速度は

一様であるとし，空気抵抗を無視する．時刻 𝑡 における噴石の位置を(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))

としたとき，以下の問いに答えよ． 

 

まず 𝐻 = 0 の場合を考える． 

（１）𝑥(𝑡)，𝑦(𝑡) を 𝑣0，𝜃，𝑔，𝑡 を用いて表せ． 

 

（２）噴石の軌道を表す 𝑥-𝑦 平面内の曲線を 𝑣0，𝜃，𝑔 を用いて表せ． 

 

（３）𝑣0 を一定にし 𝜃 を様々な値に変化させたとき，噴石が到達する最高点 

(𝑥𝑚, 𝑦𝑚) が描く 𝑥-𝑦 平面内の曲線を求めよ． 

 

（４）𝑣0 を一定にし 𝜃 を様々な値に変化させたとき，適当な 𝜃 に対して噴石

が点 (𝑥0, 𝑦0) を通過する条件を 𝑣0，𝑔，𝑥0，𝑦0 を用いて表せ． 

 

次に 𝐻 = 240 m，𝑔 = 10 m s2⁄ ，𝑣0 = 80 m/s のときを考える． 

（５）𝜃 が様々な値を取る場合，噴石がどこまで到達するかを求めたい．最も火

口の中心からの水平距離が遠い噴石落下地点の 𝑥 座標の値を求めよ． 



 

図１ 

  



Ⅱ 静電磁場において，電場 𝐸⃗ = (𝐸𝑥, 𝐸𝑦 , 𝐸𝑧) は以下の 2 つのマクスウェル方程

式に従う． 

（微分形）∇ ∙ 𝐸⃗ =
𝜌

𝜀0
   （積分形）∫ 𝐸⃗ ∙ 𝑛⃗ 𝑑𝑆

𝑆

=
1

𝜀0
∫ 𝜌𝑑𝑉
𝑉

⋯① 

   （微分形）∇ × 𝐸⃗ = 0⃗    （積分形）∮ 𝐸⃗ ∙ 𝑑𝑟 
𝐶

= 0       ⋯② 

ここで，  𝜌 は電荷密度， 𝜀0 は真空中の誘電率， 𝑛⃗  は閉曲面 𝑆 を構成する面

積要素の外向きの単位法線ベクトル, dV は領域 V の微小体積要素，𝑑𝑟  は閉曲

線 𝐶 の微小線分ベクトル，∇ はベクトル微分演算子で， ∇= (𝜕 𝜕𝑥,⁄ 𝜕 𝜕𝑦, 𝜕 𝜕𝑧⁄⁄ ) 

である．このとき，以下の問いに答えよ．途中経過も含めて解答すること． 

 

（１） 電荷密度 𝜌1 および 𝜌2 によって発生する電場をそれぞれ 𝐸⃗ 1 ， 𝐸⃗ 2 と

表す．このとき， 𝜌1 と 𝜌2 の和に等しい電荷密度 𝜌 によって発生する電

場 𝐸⃗  は， 𝐸⃗ 1 と 𝐸⃗ 2 の和で与えられる．この重ね合わせの原理がマクスウ

ェル方程式で成り立つことを示すために， 𝐸⃗ 1 と 𝜌1 ，𝐸⃗ 2 と 𝜌2 に対する

微分形の式①，②から 𝐸⃗  と 𝜌 に対する微分形の式①，②を導け． 

 

（２） 座標原点に正の電気量 𝑞 の点電荷があるとき，原点とは異なる任意の

位置 𝑟  における電場を，積分形の式①，②から求め， 𝑞 ， 𝜀0 ， 𝑟  を用

いて示せ．なお， 𝑟  の大きさは 𝑟 と表してよい． 

 

（３） 微分形の式②で電場の回転が 0⃗  であることは，以下の式③のようにス

カラー量 𝜙 を使って電場を表すことができることを示している．𝜙 は静

電ポテンシャルとよばれる．このとき, 𝜙 は以下の式④を満たすことを示

せ．なお， ∇2= 𝜕2/𝜕𝑥2 + 𝜕2/𝜕𝑦2 + 𝜕2/𝜕𝑧2 である． 

𝐸⃗ = −∇𝜙 ⋯③ 

∇2𝜙 = −
𝜌

𝜀0
⋯④ 

  



（４） 図２のように， 𝑧 軸に沿った無限に長い直線に一様に電荷が分布する

場合を考える．この直線上の微小線分 𝑑𝑧 の中に含まれる電気量は、線電

荷密度を 𝜆 として 𝜆𝑑𝑧 である． 𝑧 軸上でない任意の点 P から 𝑧 軸に引

いた垂線の足を点 O とし， |OP| = 𝑙 とする．また， 𝑧 軸を中心とし， 𝑧 

軸に垂直な面内の円の動径方向，円周方向，および 𝑧 軸方向の単位ベクト

ルを，それぞれ 𝑒𝑟⃗⃗  ⃗ ， 𝑒𝜃⃗⃗⃗⃗  ， 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗ と表す．このとき，線電荷が点 P につくる

電場を考える． 

図２ 

（4-1）点 P の電場を（１）の重ね合わせの原理，および（２）の結果を用い

て求めよ． 

 

（4-2）（３）の式④の解は， 𝑟 → ∞ で 𝜙 → 0 の条件の下，以下の様に表さ

れる． 

𝜙(𝑟 ) =
1

4𝜋𝜀0
∫

𝜌(𝑟′⃗⃗  ⃗)

|𝑟 − 𝑟′⃗⃗  ⃗|
𝑑𝑉′

𝑉

⋯⑤ 

𝑧 軸から距離 𝑙0 の OP 上の点を P0としたとき，式⑤を用いて点 P0に対

する点 P の静電ポテンシャルを求めよ．以下の関係式⑥を用いてよい．

なお，𝑒 は自然対数の底である．また，式③を用いて点 P の電場を求め

よ． 

∫ (
1

√𝑥2 + 𝑎2
−

1

√𝑥2 + 𝑏2
)𝑑𝑥 = −log𝑒

𝑎2

𝑏2

∞

−∞

⋯⑥ 

 

（4-3）点 P における電場は，（１），（２）や（３）の過程を経ずとも，𝑧 軸

対称性を考慮してマクスウェル方程式より直接導くことができる．𝑧 軸

を中心に半径 𝑙 ，高さ 𝐿 の円筒領域を考え，積分形の式①，②より点

P の電場を求めよ． 



Ⅲ 以下の問いに答えよ． 途中経過も含めて解答すること． 

 

真空中にあるゴム紐を準静的に伸ばすことを考える．このゴム紐の張力 𝜎 

は伸び 𝑥 に比例し，その比例係数 𝑘 は温度 𝑇 のみの関数とする（𝜎 = 𝑘(𝑇) ∙ 𝑥）．

ここで 

𝑘(𝑇) = 𝑘0 + 𝛼𝑇 

とする．ただし 𝑘0，𝛼 は定数で，𝛼 > 0 である． 

ゴム紐の内部エネルギーを 𝑈，エントロピーを 𝑆 とする．ヘルムホルツの

自由エネルギー 𝐹 は 𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆 である．ゴム紐の自然長は 𝑇 によらず一定

とする．  

 

（１） 熱力学第一法則から，𝑑𝑈 と 𝑑𝑆 および 𝑑𝑥 の関係を表せ．  

 

（２） 𝑑𝐹 と 𝑑𝑥 および 𝑑𝑇 の関係を表せ． 

 

（３） 𝑇 を一定の値 𝑇∗ に保つ場合を考える． 

 

（3-1）𝐹，𝑆，𝑈 をそれぞれ 𝑥 の式で表せ．ただし，基準状態（𝑥 = 0）で

のそれらの値をそれぞれ 𝐹0，𝑆0，𝑈0 とする． 

 

（3-2）ゴム紐を基準状態から 𝑥 だけ伸ばす間にゴム紐が外界とやりとりす

る熱量を，向き（ゴム紐が吸熱するか放熱するか）とともに答えよ． 

 

（４） 𝑇 と 𝑥  の両方が変化しうる場合を考える．ゴム紐の熱容量 𝐶 ≡ (
𝜕𝑈

𝜕𝑇
)
𝑥
 

が正の定数であるとする． 

 

（4-1）𝑆 を 𝑇, 𝑥 の関数として表せ．ただし基準状態 𝑥 = 0, 𝑇 = 𝑇∗ にお

いて 𝑆 = 𝑆∗ とする． 

 

（4-2）ゴム紐を基準状態（𝑥 = 0, 𝑇 = 𝑇∗）から断熱的に 𝑥 だけ伸ばすとき，

ゴム紐の温度変化を求めよ． 


